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Introduction

En 1937 Stone a donné une dualité des treillis distributifs fermés en topoligisant
X lensembles des Idéaux de A (A treillis distributif fermé), en prenant {I, :a € A}
I’ensemble de tous les Idéaux de A contenant a comme une base de topologie de I'espace
dual de A.

En 1971, H.A.Priestley a developpé une nouvelle dualité pour les treillis distributifs
fermés en remplacant {I, : a € A} des Idéaux par {F, : a € A} ou F4 est 'ensemble des
0 — 1 homomorphisme du treillis A dans la chaine {0,1} non identiquement nuls qui
prenant 1 en 0.

Le but de ce memoire est d’ établir une représentation des treillis distributifs fermés.

Ce travail est reparti en trois chapitres :

. Dans le premier chapitre on rappelle des notions relatives aux relations d’ordres et
aux ensembles ordonnées, les treillis, les filtres et les Idéaux.

. Dans la second chapitre on définie [’espace de Priesley et démontre que la catégorie
dual de I'espace de Priestley est equivalente la catégorie des treillis distributifs fermés.

. Dans le dernier chapitre on donne des exemples d’application la représentation des

treillis distributifs fermés et fini.



Notation

X 4 : Fonction caractéristique.

R : Relation binaire.

<: Relation d’ordre.

(X, <) : Ensemble ordonné.

Al Ensemble des minirants.

A" . Ensemble des majorants.

Ay : sup{z,y}.

zVy: min{z,y}.

(X, <,A,V) : Un treillis.

1 : Ideal.

F: filtre.

U : Ultrafiltre.

B : Algébre de Boole.

T(A) = (X,7,<) =0 : L’espace de Priestley.
L(o) : L’espace dual de ’espace de Priestley.



Chapitre 1

Généralités sur les ensembles

ordonnés et les treillis.

Résumé

On rappelle dans ce chapitre des notions relatives aux relations d’ordres et aux en-

sembles ordonnées, les treillis, les filtres et les Idéau.

Contenu

1.1 Fonctions caractéristiques.
1.2 Relation binaire.
1.3 Treillis.

1.4 Théoréme de représentation de Stone.



1.1 Fonctions caractéristiques :

Définition 1.1
Soit X un ensemble, on définit la fonction caractéristique de A, notée x 4 Uapplication

définie par :

XAX_>{07]‘}
1 sizeA;
Tr —
0 sizé¢A.

Proprietés des fonctions caractéristiques : Soient A et B deux parties de E :
a. ACB< x4 <xp
b.A=B & x4 =Xxp
C. XanB = Xa-XB
d. Xaup = X4+ XB — Xa-XB
€. XAa\B = X4 — Xa-XB

En particulier, xz =1 — x4

1.2 Relations binaires :

Définition 1.2/9/

Si A et B sont deux ensembles il ya une propriété spécifique entre x de A et y de
B, cette propriété peut représenter par la couple ordonné (x,y). L’ensemble de tels paires
(x,y), z € A et y € B est dit relation R.

R={(z,y)/x € A,y € B}

Ou

Gr={(z,y) € Ax B/zRy}

R est une relation binaire est une sous-ensemble de A x B et on écrit (z,y) € R ou

xRy pour R C A x A.

Exemple 1.1

A=ZetB=NetR=1{(0,0),(~1,1),(1,1),(=2,4), (2,4), ... Y= {(z,22),2 € Z}.
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Opérations sur les relations binaires :
1- L’union des relations :
T = RUS, est dit 'union de R et S si (z,y) € R ou (x,y) € S, alors (x,y) € T.
2- L’intersection des relations :
T = RNS, est dit 'intersection de R et S'si (z,y) € Ret (x,y) € S, alors (z,y) € T.
3- Complément d’une relation :
A X B représente toutes les relations possibles qui preuve se trouver entre deux
ensembles :
Re=R={(z,y) € Ax B/(z,y) ¢ R}.
R est dit le complément de la relation R.
4- Relation inverse :
Soit R une relation de A & B. Son inverse R~! est définie par :
R ={(y,x) € Bx A/(z,y) € R,x € A,y € B}.
5- Composition :
Soient R et S deux relations définies sur A et B et C. T est dit le composition de R
et S
RCAxB,SCBxC.
T=SoRCAxC.
T={(z,2)/r e A,ye B,z€ C,(z,y) € R, (y,z) € S}.

1.2.1 Relation d’ordre

Définition 1.3/9/

Une relation binaire R sur un ensemble X est un ordre sur X si elle vérifie les trois
propriétés suivants :

1- Rérlexivité : Pour tout x € X, xRx.

2- Antisymétrie : Pour tous x,y € X, (xRy et yRx) impliquent x = y.

3- Transitivité : Pour tous z,y,z € X, (zRy et yRz) impliquent zRz.

L’ordre R est dit total s’il est tel que : Vz,y € X : (zRy ou yRz).



1.2.2 Structures ordonnées :

Définition 1.4

Soit X un ensemble non vide et R une relation d’ordre sur X. Alors le couple (X, R)
est appelé un ensemble ordonné. Usuellement R est remplacée par le symbole <

Ainsi, si X est fini, on peut représenter 'ordre (X, <) par un diagramme de Hasse.

Un sous-ensemble Y est une chaine s’il est totalement ordonné (c’est-a-dire x < y ou
y < x, pour tout z,y € Y. Autrement dit = et y sont comparables Dans le cas contraire,
l'ordre est partiel, et ’ensemble (X, <) est dit ensemble partiellement ordonné.

On dira que deux éléments = et y de X sont incomparables et on noté par x|y si
T % y ety % x.

Un ensemble composé d’éléments incomparables entre eux est appelé un antichaine.

Exemple 1.2

Soit X = {a,b,c,d,e} et P = (X, <) ensemble ordonné et < est l'ordre suivant
sur X :
<={(a,b),(a,e),(c,b), (¢,d), (c,e), (d, €), (a,a), (b,D), (¢, c), (d, d), (e,€)} .

On peut représenter ’ensemble ordonné par un réseau et peut aussi le représenter au

moyen de tableau.

Par tableau :

<lal|lblcl|d]|e <la |b|c |d|e
a |1]1{0]0]1 a | X | X X
b 10[1]0[0]0 b X

c |0O]1]1]1|1 c X | X | X | X
d 0]0]01]1 d X | X
e |0]0]0(0]|1 e X

Par réseau :



Eléments particuliers :
Soit (X, <) un ensemble ordonné et A C X :

1. On dit que z € X est un minorant de Asi x < a,Va € A ('ensemble des minorants
de A, noté par Al).

2. On dit que x € X est un majorant de A sia < x,Va € A ('ensemble des majorants
de A, noté par AY).

3. On dit que m € A est le minimum de A si:m < a,Va € A.

4. On dit que M € A est le mazimum de A si:a < M,Va € A noté max(A).

Remarque 1.1

le min(A) et le max(A) s’ils existent sont uniques.

5. sup(A) = min(AY).

6. inf(A) = max(A").

7. On dit que x € A est maximal de Asi:da€ Atel que: x <a =z =a.

8. On dit que = € A est minimal de Asi:Jda € Atelque: a < v — x = a.



1.3 Treillis :

Un treillis est une classe particuliere d’ensembles ordonnés ou on prend en considé-
ration la notion d’infimum et de supermum.

Définition 1.5 (inf-demi-treillis)/9/

Un ensemble ordonné (X, <) est un inf-demi-treillis si toute paire d’¢léments {z,y} C
X admet un infimum (borne inferieure).

Définition 1.6 (sup-demi-treillis) /9]

Un ensemble ordonné (X, <) est un sup-demi-treillis si toute paire d’éléments {x, y} C
X admet un supermum (borne superieure).

Notation 1.1

-sup{z,y} =z Vy.

-inf{z,y} =z Ay.

Définition 1.7 (treillis)/9/

Un ensemble ordonné (X, <) est un treillis si toute paire d’éléments {z,y} C X
admet un infimum x Ay et un supermum x V y.

Autrement dit, s’il est a la fois inf et sup-demi-treillis, et noté (X, <,A,V) est un
treillis.

Exemple 1.3

1. Toute chaine est treillis.

ey eC: zVy =sup{z,y};
x Ay =inf{z,y}.

2. E#£0, (P(E),C,A,V) est un treillis
TANYy=xNyY;
zcVy=xUuy.

3. (D(6),/) est un treillis

z Ay = pged(x,y)
xVy = ppme(z,y)
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4. (N*)/) est un treillis car ’ensemble N* est un ensemble ordonné
xVy = ppme(z, y);
z Ay = pged(z,y).

Proprietés : Dans un treillis quelconque :

rT=xNY;
l.2<y&
y=1xVy.

2. x ANz =2z Vz =z (idempotence).

3. zVy=yVazetxAy=yAzx (commutativité).

4. 2V (yVz)=(xVy) Vz,zA(yAz)=(xAy) Az (associativité).
zA(zVy) =z

”Loi d’absorption”.
zV(rAy)==x

Théoréme 1.1
Soit 7" un ensemble muni de deux lois internes (A, V) et qui sont :

1. Idempotenctes.
2. Commutatives
3. Associatives.

4. Et qui vérifiant les lois d’absorption.

Alors il existe une relation d’ordre et une seule (<) sur 7' tel que :

x Ay =inf(x,y);
T soit un treillis avec Y (z.9)

xVy = sup(z,y).
Définition 1.8

Un treillis T est fermé s’il posséde un plus petit élément (noté 0) et un plus grand
élément (noté 1).

Exemple 1.4

1-(D(30), /, A, V) est treillis fermé (Op(s0) = (1), 1po) = (30)) ,avec D(30) 'ensemble

des diviseurs de 30.
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2-(N* /. V, A) est treillis avec x Ay = pged(z,y) et =V y = ppem(z,y) (n'est pas
fermé).

3-(P(E), C, A, V) est treillis fermé ( 0ppy = 0, 1pp) = E).

Définition 1.9;

Sotent E et T deux treillis et f est un application de E dans T, on dit que f est un
morphisme de treillis si : a,b € E, f(aNb) = f(a) A f(b) et f(aVbd)= f(a)V f(b), si de

plus f est une bijection alors f est dite isomorphisme.

1.3.1 Filtres et Ideaux dans un treillis :

Définition 1.10 (Filtre et Ideal dans un treillis)

On appelle filtre dans un treillis toute partie F' de T verifient :
l-ze Fly>x=ye€F.

2-zeFetyeF=zNyeckF.

est un filtre engendré par a (filtre principale).Un filtre F' est dit propre si F' # T, et
impropre dans le cas contraire.

e Soit 1 le plus grand élément de T" alors {1}, c’est le plus petit filtre de T'.

e Soit a € T, 'ensemble Fypy = F, ={xr € T/x > a} .

2) On appelle Ideal toute partie non vide de T' tel que :

l.zel,y<z=yecl.

2.zel,yel=xVyel.

Un Ideal I est propre si I #T.

e {0} est le plus petit Ideal de T

Exemple 1.5

Dans le treillis D(60) le filtre F' = {6, 12,30, 60} est principale et 'ideal I = {1,2,3,6}
est principale( D(60) L’ensemble des diviseurs de 60).
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Fig(1.2)

Remarque 1.2

1. Un filtre F est propre si et seulement si 0 ¢ F.

2. Un Ideal I est propre si et seulement si 1 ¢ 1I.

Proposition 1.1

Soit F' un filtre propre les deux assertions suivantes sont equivalentes :
1. F est un ultrafiltre.

2.VeeT,x¢ F=JyecF /xzAny=0.

Ultrafiltre :

Un ultrafiltre est un filtre propre mazimal (respectivement I’Ideal maximal).

1.3.2 Treillis distributif :

Un treillis est dit distributif si, chaque loi (A, V) est distributive par rapport a 'autre :
zA(yVz)=(@xAy) V(xAz);
ou

zV(yANz)=(xVy A(zVz2).
Exemple 1.6

1. (P(E),C, A, V) est un treillis distributif.

2. Toute chaine est un treillis distributif.
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Théoréme 1.2

Dans un treillis distributif si,

TNzZz=yNz
ST =Y.
xrVz=yVz

1.3.3 Treillis complémenté :

. Soit x € T le complément de = est un élément x’ de T tel que :

xAx' =0;
et
Vi =1.

. Un treillis est dit complémenté si : chaque élément posséde un complément.

. Dans un treillis distributif, il y a unicité du complément.

1.3.4 Treillis de Boole :

C’est un treillis distributif fermé et complémenté.
propriétés :

1- -0=1.
2- = 2.

3- ~(z Ay) = -z V -y

Et =(zVy)=—xAy.

Définition 1.11 (Anneau Booléen)

C’est un anneau unitaire dont la multiplication et idempotente.
Proposition 1.2

Tout treillis de Boole est un anneau Booléen par les lois :

STy =xTNY.

14



. x =2+ 1.

.xVy=x+1y-+zy.

xLes lois A et V sont commutatives, associatives, et idempotente.
Exemple 1.7
1. (P(E),C, A, V) est un treillis de Boole.
2. La chaine U = {0, 1} est un treillis de Boole.
3. (N, /,A,V) n’est pas treillis de Boole (n’a pas de plus grand élément).
4. D(6) = {1,2,3,6} est un treillis de Boole.

1.3.5 Algéebre de Bool

Une algébre de Boole possédant deux opérations V et A qui sont commutatives, as-
sociatives et idempotentes et vérifiant la loi d’absorption ; forme un treillis.
Ces opérations étant distributives et chaque élément possédant un complément, il en
résulte que toute algébre de Boole est un treillis de Boole.
Exemple 1.8
E ensemble quelconque, il est equivalent de définir :
- Une structure de treillis de Boole (E, <, A, V,0,1).

- Une structure d’anneau Booléen (F,+,-,0,1).

TANY=2x.
T <Y =
zVy=y.

1.4 Théoréme de représentation de Stone

Toute algébre Booléenne B est isomorphe & sous algébre Booléemne de la forme
P(X).
Preuve :
Soit X D’ensemble des ultrafiltres de B :
o:B— P(X).
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o(x)={ue X reu} e P(X).
.o(xVy)={ue X/ cVyecu}.
={ue X/ rcuouyecu}.
={ue X/ /recu}ouf{ue X, yeu}.
=o(z)Vo(y).
Et aussi o(z Ay) = o(x) A o(y).
co(—z)={ue X~z eu}.
={ue X/ x¢u}.
=C{ue X xecu}.
= Co(z).
. 0 injective <= ker o = ().
kero ={z € B/ o(zx) = 0}.
x € kero < o(z) = 0.
<~ ¢uVueX.
— Czx € u.
— Cxr € Nu.
— Cr=1.
<z = 0.
Termmonologie :
o est monomorphisme de Stone, X est ’espace de Stone ou 'espace dual de B.
Théoréme 1.3
Si B est fini alors o est surjectif.
Preuve :
0:B— P(X)ouo(x)={U C X;x €U},
Si F' un filtre de B alors F est principale (F' =1 a) car F est fini, F' = {aq, as, ...ax }.
Soit a = a; AagA...Nag ,ona,a € Fdonc F=BVa={ye B:y=zVa,x € B}.
Soit Y € P(X).
Ou bien Y = ¢, donc Y = ¢(0).
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Ou bien Y = X, donc Y = o(1).
Ou bien ¢ # Y cest-a-dire Y G X, donc Y = {uy, ug, us, ....... yut tel que 0 < k <
n, "= ﬁ u; alors F' est principale, F' = B V a tel que a = min F.
On Zd:élmontlre que Y =o(a)?
Soit v € o(a) = a € v.
— F Cw.
- rk] u; Cv.
Supposons que v 72:;1 Vi=1,2,.....k = Vi,3z; € u; et x; ¢ v.
Soit x =x1 V. Vap,alorsx >ux;;Vi=1,..,. k= x € fk] u; = F.
— T Ez}l.
— T cv
Maisz = 1 VazaV....... Vg € v, donc Ji/x; € V (v est un ultrafiltre), contraduction.
— v ey
= o(a)CY Alorso(a)=Y.
Donc, o est surjectif.
Conséquences :
1- Le nombre d’éléments d’une algebre de Boole est la forme 2".
B~ P(X) = 2%,
|B| = 2.
Ou n est le nombre d’ultrafiltres de B.
Exemple 1.9

D(30) I'ensemble des diviseurs de 30 a 4 éléments donc 2 ultrafiltres (4 = 22) (

17



Chapitre 2

Dualité de priestley d’un treillis

distributif fermé

Résumé

Dans ce chapitre nous étudions les espaces de Priestley et leurs dualité et on démontre
que la catégorie des espaces de Priestley est équivalente a la catégorie duale des treillis

distributifs fermés.
Contenu
2.1 Ensemble croissante.
2.2 Eespace totalement discontinu.

2.3 Espace de Priestley.
2.4 Etude de la dualité topologique.
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2.1 Ensemble croissante :

Définition 2.1

Soit (X, <) un ensemble ordonné, et soit E un sous ensemble de X. On dit que F
est croissant si, Ve € F,ona:rx <y=—y € E.

On dit que est décroissant si, Vx € F,ona:y<zr=—y € E.

Définition 2.2

Un espace ordonné est un triplet (X, 7, <) ou X est un ensemble non vide, 7 une

topologie sur X, < une relation d’ordre sur X.

2.2 Espace totalement discontinu :

Définition 2.3
Soit (X, 7,<) un espace ordonné, on dit que (X, 7,<) est un espace totalement
discontinu si: Vz,y € X tel que x £ y, il existe un 7-of croissant U et un 7-of décroissant

Vitelque:zeU,yeVavecUNV = ¢.

2.3 Espace de Priestley :

Définition 2.4/6/

Un espace ordonné (X, T, <) est dit espace de Priestley s’il est compact et totalement
discontinu.

- Soit A wun treillis distributif fermé, alors son espace dual sera défini par T(A) =
(X, 7,<), ou X est 'ensemble des homomorphismes de A sur {0,1}, 7 est la topologie
produit induite par celle de {0, 1}A, et < est la relation d’ordre : f < g si et seulement
si f(a) < g(a) pour tout a € A.

- Sio = (X,7,<) est un espace de Priestley, alors son espace dual est défini par :

L(o)={Y /Y C X et Y est un 7-of croissant} est un treillis distributif par

rapport a 'union et & l'intersection des sous ensembles dans X.
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2.4 Etude de la dualité topologique :

Soit X un espace topologique compact.

Lemme 2.1/7]

Il ya équivalence entre :

a) Pour tout € X l'intersection des ofs contenant = est {z}.

b) Siz #y, il existe unof V tel que: z € Vet y ¢ V.

c) La topologie de X est engendré par les ofs (les ouverts de X sont reunion d’ofs).

d) X est totalement discontinue.

On appelle espace Booléen tout espace topologique compact, vérifiant ['une des trois
propriétés des lemme.

Théoréme 2.1/6/

a) Si A est un treillis distributif alors T(A) = (X, 7, <) est un aspace de priestley.

b) Si 0 = (X, 7,<) est un espace de priestley alors L(c) est un treillis distributif
fermé.

Preuve :

(a) Montrons que T'(A) est compact :

X étant Pensemble de tous les homorphismes de treillis de A sur {0,1}, X est fermé
dans la topologie induite par la topologie produit de {0, 1}A qui est compacte, donc X
est bien compact.

11 reste & montrer que T'(A) est totalement discontinu.

Pour cela soient f,g € X tel que g £ f donc il existe au moins un a € A tel que
f(a) =0cet g(a) = 1.

L’ensemble U = {h € X “h(a) = 1} est un 7-of croissant contenant g et X — U est
un 7-of décroissant contenant f et U N (X — U) = ¢.

On voit donc que T(A) est un espace de Priestley.

(b) La démonstration est directe.

Théoréme 2.2/2/

(a) Soit A un treillis distributif. L’application Fy : A — L(T'(A)) définie par :
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Fy(a) ={f € X/ f(a) = 1} est un isomorphisme de treillis.
(b) Sio = (X, 7, <) est un espace de Priestley alors I’application G, : 0 — T'(L(0))
définie par :
1 sizeY;

0 sizé¢Y.
Pour tout Y € L(0), est un isomorphisme d’espaces de Priestley.

Go(2)(Y) =

(c) Si f : Ay — Ay est un homomorphisme de treillis alors application T'(f) :
T(As) — T(A;) définie par : T(f)(g) = g o f est un homomorphisme d’espace de
Priestley (c’est-a-dire une application continue et croissante).

(d) Sih:X; — X5 est un homomorphisme d’espace de Priestley alors 'application
L(h) : L(X3) — L(X;) définie par :

L(h)(Y) = h 1Y) pour tout Y € L(X5)

est un homomorphisme de treillis.

(e) Side plus f et h sont définis comme dans (c) et (d) alors les diagrammes suivants :

f h
Ay — Ay o1 — 02
Fa o | } Fa, Go, | 1 Gy
L(T(A) —  L(T(4y)) T(L(o1)) — T(L(02))
L(T(f)) T(L(h))

Sont commutatifs.

Preuve :

(b) Soit Y € L(T(A)) i.e. un 7-of croissant. Existe-t-il un a € A tel que Fa(a) =Y ?
Il revient au méme de dire que U est un 7-of croissant si et seulement si U = F4(a),
a€ A

Pour cela posons R = {F4(a)/a € A}, F ={X — Fu(a) /a € A}.

Ces deux familles sont stables pour la réunion et 'intersection finies.

Soit U un 7-of croissant dans X, Montrons que U € R.
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SifeUetge X —Ualors f & g; il sensuit qu'il existe deux ensembles disjoints
R(f,g) et S(f.g) tel que R(f,g) € R, S(f,g) € F et f € R(f,9), g € 5(f.9).

La compacité de ’ensemble X — U, nous permet de I’exprimer comme une union finie

d’ensembles S(f,¢:), i € X —=U , i =1,2,.......... , M.
Posons R(f) = U R(f, 9:)-
0<i<m
On a U= U R(f).

feu
Mais U est compact donc U est une réunion finie d’éléments de R i.e. U = Fy(a).

. Il reste & montrer que G, est surjective.

Soit f € T(L(c)) et cherchons un = € X tel que G,(X) = f ou encore tel que pour
tel que pour tout Y € L(o), G, (z)(Y) = f(V), le.z € X < f(Y) = 1.
Posons H = {Y e L(o)/f(Y) =1} et A= Y, H={ZeL(o)/f(Y)=0} et

YeH
B = |J Y. notons que H et H sont stables pour la réunion et 'intersection finies.

ZeH
Ona A— B # ¢,carsi A— B = ¢ alors :

NY-UY=¢=NnNnCUY=NNNCZ=¢.

YeH — gzep YeH  zep YEH zen
La compacité de X implique qu’il existe un nombre fini de ¥; € H, ¢+ = 1........ n,
ZjGH,j: ........ m. tel que ﬂYﬂﬂCZ—¢smtencoreﬂY UZ—¢,donc

=1 j= =

sz

n

NY: C U ,, c-a-d, f(UZ)—l ce qui est absurde, carf(U Zj)=\ f(Z;)=0.

J=1 J=1

=1 Jj=
On ch0181t donc un =z E A — B, il répond bien a la question.

(e) Supposons que f et h sont comme dans (c) et (d). Montrons que le diagramme

suivant :

est commutatif :
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(L(T(f)) o Fay)(a) = L(T(f))(Fa, (@) = T7H(f)(Fa, (a))
= {9 € T(A2) /T(f)(9) € Fa,(a)}
={9€T(A2) gofeFu}
= {9 € T(A2) /(g0 f)(a) =1}
= {9 € T(A2) /9(f(a)) = 1}
= Fu,(f(a))

— (F4, o f)(a) ceci pour tout a € A;.

Dot L(T(f)) o Fa, = Fa, o f. Donc le diagramme précédent est commutatif.

Montrons maintenant que le diagramme suivant :

est commutatif.

(T'(L(h)) © Goy)(x) = T(L(h)(Go, (2))
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= (G4, 0 h)(x).
Le diagramme précédent est donc commutatif.
Résultat :
Ce théoréme montre que la catégorie des espaces de Priestley est équivalente a la

catégorie duale des treillis distributifs fermés.
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Chapitre 3

Exemples sur représentation d’un

treillis distributif fermé.

P
Resumé :
On rappelons dans ce chapitre trois exemples pour étudé la représentation des treillis

distributifs fermés et démontre la résultat dérniere dans la deuxieme chapitre.
Contenu :

3.1 Exemples.
3.1.1 Exemple 1.

3.1.2 Exemple 2.
3.1.3 Exemple 3.
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3.1 Exemples

3.1.1 Exemple 1

Soit (A,V, A, R) un treillis distributif fermé tel que :
A= (a,b,c,d,e, f) et R relation définie par :

Rlia|b|c|d|el|f
a |1]1]1|1]1/1
b |Ool1]1]1|1]|1
c |0l0]1]0]|1]1
d|0l0]0]1]1]1
e |0l0]0]0]|1]1
f10[0]0]0]0]|1
A
e
¢ d
b
A
a
Fig(3.1)

T(A) = {0 — 1 homomorphismes de A dans {0,1}}.

a titre d’exemple on détermine les 0 — 1 homomorphisme de treillis i.e T'(A) :
par définition on a :

f(f)=1et f(a) =0 (0 — 1 homomorphisme)

Premier cas :
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Si fi(e) =0 alors fi(cV d) = fi(e)
= file) vV f(d)
= 0.
= fi(c) = f1(d) = 0.
= file Ad) = fi(e) A fi(d)

=0.
= f1(b) = 0.
Ou
[lf) =1
;
file) =0
/ N
file) =0 fild) =0
AN /
fi(b) =0
;
fila) =0

Deuxiéme cas :
Si fole) =1 = fa(cVd)=1.
= fa(c) V fo(d) = 1.
Si fo(c) =1 et fo(d) = 1.
= fa(cAd) = falc) A fo(d) = 1.
= fo(b) = 1.
D’ou
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!
fole) =1
/ AN
fa(c) =1 faold) =1
AN /
f2(b) =1
fa(a) =0

Troisiéme cas :

Si fs(e) =1 et f3(c) =1 et f3(d) =0.
= f3(c A d) = f3(c) A f3(d) = 0.
= f3(b) = 0.

D’ou

Quatriéme cas :

Si fale) =1et fa(c) =0et fo(d) = 1.
= fulc AN d) = fa(c) A fa(d) = 0.
= f4(b) = 0.

D’ou
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|
fale) =1
/ N
fac) =0 fa(d) =1
AN /
fa(b) =0
T
fala) =0
T(A) = {f1, f2, f3, fa}, tel que :
A fi(x) | fo(z) | f3() | fa(2)
a 0 0 0 0
b 0 0 0 1
c 0 1 0 1
d 0 0 1 1
e 0 1 1 1
[ 1 1 1

L(T(A)) = {¢7 {f4} ) {f27 f4} ) {fs, f4} ) {f2, 3, f4} 7X} :

Ry ¢ | {fat | {fo, Jud | {fss fa} | {f2r S5, fa}
¢ 1] 1 1 1 1
(ol 1 1 1 1
{fo, fu} JO| O 1 0 1
{fs,fa} |0] 0 0 1 1
{fos f, fa} | O] 0 0 0 1
X 0 0 0 0 0

Finalement :

Fy:A— L(T(A)) définie par :
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A | Fa(a;)i=1.....6
a ¢

b {fa}

c {fo, fa}

d {fs: fa}

e | {fafs fa}
f X

3.1.2 Exemple 2

Soit (X, 7,r) un espace de Priestley avec X = {x,y,z} et r définie par :

o | O

G Q@
X Y z
Fig(3.2)

Donc : L(X) = {¢,{z} ,{y} {2} {z,y} {z, 2} {y, 2} X}.
Et ry défini par :

1 si A=B.
n(A,B)=q 1-29  siACB.
0 dans les autres.

Donc ry donnée par la matrice :
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rio o [z} [y} | = | {zy} | {z.2} | {y,2} | X
o 1] 1] 1|1 1 1 1 |1
{z}y 0] 1 | 0|0 1 1 0 |1
{y} |o] 0o | 1|0 1 0 1 |1
{z} |o] 0o | o0 |1 0 1 1 |1
{z,yy |0 0 | 0 | 0 1 0 0 |1
{z,zY|0| 0 | 0 | 0 0 1 0 |1
{y.2} /0] 0| 0| 0 0 0 1 |1
X o] o] o] o 0 0 0 |1

Et T(L(X)) = {0 — 1 homomorphismes de L(X) dans {0,1}},
Pour calcule les 0 — 1 homomorphismes on utilise la m

T(L(X)) = {1, far f3}

L(X) | 1(X5) | fo(X5) | f5(XG)
& 0 0 0
{z} 1 0 0
{y} 0 1 0
{z} 0 0 1
{z,y} 1 1 0
{z, 2z} 1 0 1
{y, 2} 0 1 1
X 1 1 1

Et r9 donnée par :

ro | fu| fo| fs
fill]010
fol 01110
f31 0101

Et l'isomorphisme G, défini par :
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Gy : X — T(L(X)) et donné par :

X | Gu(X;),X; € X
x fi
Y f2
z E

3.1.3 Exemple 3

Soit (X, 7,r) un espace de Priestley tel que X = {x,y,z,t} et r donnée par :

rix|ylz|t

S | O

N
[a) =) =)
(@]
—
=

Fig(5.3)

Et L(X) ={¢, {t} ,{z,t} {y,t} . {2t} ,{z,y,t},{x, 2,t}, X} et r; donnée par :
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ri o [ {8} [ {zt} [ {y 1} [ {0} [ {zyt} | {z 20} [ {y 20} | X
10) 1 1 1 1 1 1 1 1
(o 1| 1 1 1 1 1 1 1
{z,t} 0] 0 | 1 0 0 1 1 1 1
{y.ty 10l 0| o0 1 0 1 0 1 1
{2t} 0] 0] o0 0 1 0 1 1 1
{z,y,t} |0 ] O 0 0 0 1 0 0 1
{z.2,t} [0 0 | o 0 0 0 1 0 1
{y,z,ty 0] 0 | o0 0 0 0 0 1 1
X 0] O 0 0 0 0 0 0 1
Et T(L(X)) = { /1, f2, f3, fa} on
LX) | i(Xs) | f2(X0) | f3(X5) | fa(X3)
¢ 0 0 0 0
0 0 0 0 1
{z,t} 1 0 0 1
{y, 1} 0 1 0 1
{z,t} 0 0 1 1
{z,y,t} 1 1 0 1
{z,2,t} 1 0 1 1
{y,zt} | 0 1 1 1
X 1 1 1 1

Et I'isomorphisme Gx défini par :

Gx : X — T(L(X)) donné par :
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G.(X;), X; € X

h

f2

fs

Ja
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